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Démonstration élémentaire d’'une proposition
générale de la théorie des probabilités.

( Exirsit d'un memoire russe sur V'analyse élémentaire de la théorie des pmbnhﬂil&s-}

(Par Mr. P. Tchebichef & Moscou,)

§. 1. La proposition, dont la demonstration sera l'objet de cette
note, est la smvante:

»On peut toujours assigner un nombre d'e'preuves tel, quiil donne
sune probabilit¢, aussi appmnhante de la certitude qu'un le voudra, et que
»le rapport du nombre de répétitions de l'événement F i celui des cpreuves
sne secartera pas de la moyenne des chances de E au deli des limites don-
»nces, quelques resserdes que soient ces limites.”

Cette proposition fondamentale de la théorie des probabilités, contenant
comme cas particulier la loi de Jacques Bernoulli, est déduite par Mr. Pois-
son d'une formule, quil obtient en calculant approximativement la valeur d'une
intégrale definie, assez compliquée. (V. Recherches sur les probabilités des juge-
ments, chap. 1V.) Toute ingénieuse que soit la méthode employée par le ce-
ltbre Géometre, il reste a étre impossible de montrer la limite de l'erreur que
peut admeltre son ana]yse approximative, et par celte incertitude de la valeur
de l'erreur, sa demonstration n'est pas rigourcuse. Je vais montrer ici, com-
ment on peut démontrer rigoureusement celte proposition par des considé-
rations tout & fait élémentaires.

§. 2. Supposons que py, P, Pa, - pu solent les chances de I'événe-
ment £ dans w épreuves consécutives, P, la probabilité que E arrivera au
moins m fois dans ces u dpreuves. On parviendra, comme on sait, a l'ex-
pressic-n de P, en dévéloppant le pmduit

(pat+1—p,) (pat+1—py) (pst+1—py) ... (put+1—py)
suivant les puissances de ¢ et prenant la somme des coellicients de ™, t™*',
... 1", De li résultent évidemment ces deux propriétés de P,: 1) Celte quan-
tit€ ne contient point de degré de py, ps, psy ++v pu plus haut que Tunitd;
2) Elle est une fonction symétrique par rapport & py, pa, Ps, ... P En veriu de
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la premiére propricté P, pourra étre mise sous la forme U+ Fp, + 7,p,
+ W pips, on U, ¥, ¥, ¥ sont independantes de p, et p,; en vertu de la se-
conde, 7 et ¥, sont égales. Douc la forme de l'expression P, est U+F/( Pitps)
+ F¥pipa; ot U, ¥, F¥ ne contiennent ni p; ni p,. Daprés cela il est fa-
cile de prouver sur Pexpression P,, le théoréme suivant: .

Théoréme. ,Si p,, p, ne sont pas égaux, on peut, sans changer les
wvaleurs de py, 4+ pa, ps, ... pp, augmenter celle de P, en prenant p,=p;;
»ou on peut parvenir a une des équations suivantes: p,=0, p,=1, sans di-
yminuer la valeur de P,.”

Demonstration. Nous avons vu que lexpression de P, peut étre
mise sous la forme U F(p,+ p,) + F¥Fp,py; ou U, ¥, F¥ sont indepen-
dantes de p, et p;. Or la formule U+ F(p, + p,) + F¥Vp,p, présente tou-
jours un des trois cas: FF =0, FF=0, FF <0,

Dans le premier cas la somme p, 4+ p, reste la méme, et la valeur de
P, augmente de {#¥(p,—p,)*, quand on change py, p, en {(p, + p,),
W pi—+py); car la difference

U+ FH(,M 'I"Pa}q'é(ﬂl +P"a}]+WIE{PF"F%)-%[PJ"'PEJ_zDT"'F(F:*‘PQ:H‘;?F:PEE
se reduit & 1 FF(p,—po).

Dans les deux derniers cas on ne changera pas la valeur de la somme
pi+p: et on ne diminuera pas celle de U+ F(p,+p,)+ FFpyps, en changeant
pispa en O, pi+p; ou en 1, py+p,—1; car
UV [0+4p+p,)+ V0. (py4pa) = | U+ F( py+p)+ W ppt =— FVpy
U+ PV [L4+py+p,— 1]+ W 1. (py+py— 1) = | U+F (py+p,)+ F¥Fpypy| =

— PP (1 —p,) (1—pa).

Mais les premiéres de ces valeurs de p,, p, pourront étre admises toutes
Jes fois que p,=+p, ne surpasse pas 1; car elles sont alors posilives et ne sur-
passent point I'unit¢; dans le cas contraire ou p, =+ p, > 1, on pourra changer
prenl, p; en p +p;—1, ce qui prouve le théoréme €noncé. Le théoréme
nous conduit encore au suivant,

Théoréme. ,La plus grande valeur que P, peut avoir dans le cas
WU py+ patpy+....+p, =38, corespond aux valeurs p, ps, ps, ... pu don-
,nées par les équations

Pr=0,p=0..p,=0,pps =1 ppa=1, . ppy, = 1;

S—o S—a S—ao
Petot = o7 Petott = ypg’ ' P = yog’

»ou @, o designent certains nombres.”
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Démonstration. Supposons que 1, m,, 7y, ... 7, soit le sysitme de
valeurs de py, pa, pgy «ovr pp qui, verifiant 'équation p,+p,+py+ .. +p, =8
dounent la plus grande valeur & P, et renferment en méme temps le plus
grand nombre possible de valeurs ¢gales 4 1 et 0 sous ces conditions. So-
yent dailleurs =;, m,, ... m, celles parmi les quantités m;, m, m, ... 0 qui
sont égales & 0; ™1, Tep2, ..o. Moo celles ‘qui sont ¢gales & Tunité; toutes
les autres mogot1, Typpop2, ... T, €tant suivant Ja supposition différentes
de 0 et 1, doivent étre ¢gales cntre elles; comme nous allons le prouver
toute i 'heure,

En effet, si myq,41 nest pas égal & T pdr4-2 il est possible, daprés
le théoréme précédant, ou de rendre P, plus grand, sans changer la somme
T+ Tl + TWpgeo=2+. ...+, €N prenant Tygo-4-1 = Tpg-04-2, OU de
faire mwyp 41 égal & 1 ou (), sans diminuer la valeur de P,,. Mais le premier est
comtraire & la supposiiinn que le systéme oy, Wy, My, ... MWy donne la piu.v.
grande valeur & P, sous la condition = +m+m~+....4+m,=3§; le sccond est
contraire & la supposition que de tous les systémes qui ont cette propricté,
Ty, Ty, Ty, oon. Ty est celui qui renferme le plus grand nombre de valeurs
égales &4 1 et 0. Donc il faut necessairement que

Tl = Tpageed = v TS5 T
Mais outres ces équations nous avons i
=0, m=0,. .,=0, 71 =1; M2 =L, o=1; M+ mt L w=S,

d'on resultent les ¢quations du théeréme proposc.
§. 3. Passont maintenant & la recherche des valeurs de I'expression de P,
correspondantes a p;=0, p,=0, ... po=1, pop1=1 popo=1,...pops=1, popoypi
S—c S—a S—a
= o—o* Pebo 1= o e P = e De la remarque que nous avous
faite par rapport & l'expression P, il suit que la valenr de P,, corespondante

A =0, p=0, ... ;p=0, peri=1, pg2=1, ... pera=1, ppposi
_ 8—a S .
“u—p—ar POl g P g

est la somme des coellicients de

: i S—q —8—g\tt—g—a
1", ™, ... " dans le développement du produit "’(.Lﬁ’""i::’g )

et parconsequent elle est dgale 3

Crelle's Journal f d. M. Bd XXXIUI Hen 3. 34
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1.2..p—p—c )"‘"“" p—iS—p “E%l p—t—p S—g
1.2..m—0.1.2...m—p \p—p—o ¥ L] m—d41 p—8—p
p—m—p 8§—c p—m—p4l S—c
m—041 p=8—p mMm—042 u—8—0 + ..
p—m—p S—a p—m--g+l S—a 1 S—aq
m—o+1 u—S—p m—o42 p—=8—p """ p—p—0 p—8—p} "

e

Voila l'expression qui, en consequence du théoréme précédent, pour certains
nombres entiers positifs ¢ et o, sera la limite supérieure de toutes les valeurs
de P,, dans le cas, ot py+p,+py+....+p,=S.
En remarquant que la valeur de l'expression
1 p—m—p S—ac 4 H—m—o S—a p—-ﬂl—-g——] S—a 4
m—64+1 p—8—¢ ° m—o4l u—S—p m—o+2 p—S—p
p=t—p 8—6 p—m—p—1 S—c 1 8§
M4l p—8—p m—c+2 p—8—p """ p—S—p u—S—p

est plus petite que celle de

1 4 f—m—0 S—o fi—m—p S—c \2 p—m—p S—0 \p—m—p
m—o p—8—p m—o u—S—p U = fmi§—0
qui est le devéloppement de
1— (u—m—g S—a )F—"""E
m—o u—8—¢ J (m—f‘)f}l—ﬂ—&}}[ (.u—m—g S—g \—m—yp
_p=m—p 8= " ¢ @m—8§)(u—p—0) i—8—p |
m—¢ p—8—g

nous parvenons a ce théoréme:
Théoréme. ,Pour certains nombres entiers et positifs ¢ et 9, la valeur

de I i 1.2.. . p—p—0o ( S—g ym—u (.u.—.S'.-.,?_ [ — |
nae EIPI‘EHID“ lﬂ.-um—ﬂ.l.ﬂ‘....y-—m—g n—p—0 #—Hy_o_

= S—0 =ti=p~ i
iy E; [l _(Fm_’“:(‘ e e LJ surpasse la valeur P, de la probabilité

»que l'évenement E dans u cépreuves, ayant les chances py, po, ps . PF* ar-
Jrivera au moins m fois, o § est la somme p, + p,+ py + . +Pfr
§. 4. Arrétons nous au cas, out m surpasse S + 1. Suwant le dernier

théoréme nous avons

1.2., o P—0—0 )m-u (."_S'—F (—m—g-1

H—0—0

P { l 2 luH 1 2 H""g JM—-Q*-G‘

gty (omp 59 -
[ M—0 #—S—g

et & plus forte raison
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1 P, 1.2..pu—pg—c 0 Iu-S—n)u Mi—p1 m—g

1.2..m—0.1.2...u—m—p \pi—p—0 H——0 "m—§"

Mais m étant plus grand que S + 1, la valeur de l'expression
12#—9—1‘F S—g yM—n I!_:S_'__E n—m—o4l m—g

1.2..m—c.1.2...—m—p \ p—p—0o U—g—0 * m—§ augmentera par la
diminuation des nombres entiers positifs ¢ et o. En effet, si nous divisons
par cette expression la valeur qu'elle prend aprés le changement de o en 00— 1,
nous trouvons pour leur rapport

=041 (S—o+1)" "] (u—p—c)—e—oH

—, ou bien
m—o (§—c)™ " (u—p—n1)—1—2
S—ﬁ-—!r-_l S—ﬁ-—l—-l)ﬂ""” ;t.—-—y-—ﬁ‘ [ e 1 |
m—o S—0 u—p—a41
y 2 . 1 - g L. i
qui ¢tant mis sous la forme _F"‘le (m—p)Ig(l— (=T —0-+1)lg(1— el
se reduit a el
1 m—3+_!.+ 1| m—so 1 41 m—a 1 +
e o8-l T B (S—p-1) T p—g—o-ly I (B—a1) p—— 7
m-.5+!e L (S=p+1)  p—y¢ +i =01y~ (u—g—o1)
F =4l
! fyid ! d 1; L
Or cette valeur est évidemment plus grande que 15 car ;—ﬂi;;—SIies__ﬂ+1
S—g41
m—a.‘j‘+l (m--5+1) (m—EH—I
Ccoal 5 ol TS d) St ) T I
est egal a L =8 i—_l " c1 surpasse I'u-
i |
nité, parceque, m €lant plus grand que S+ 1 par supposition, m— S — 1
“ M— 1
est une valeur positive. Quant aux valeurs de Sk iy €

m—a 1
(S—c+1  (u—p—o4 1)’ **
m—o surpassera S—o+1, et S—o+1 ne peut surpasser u—p—o+1; car

S—0
m—p—a’
grand que l'unité. Donc nous nous convair.tcruns qu'avec la diminuation de o
1.2, p—p—0o 8§—g ym-o ,u-S—p pr—m—gj=1
wafli=G . 1. 2.... =g ;T—_p--ﬁ)

., elles toutes sonl positives; car par supposition,

sans cela qui est la valeur de la probabilité (voyez §. 2.), serait plus

la valeur de lexpression {5

e 1] %
iy '+ 2 3y
5 augmente. Le méme a lieu par rapport a ¢. Dela nous concluons pour

m > 8+ 1 que la valeur de I'expression
34*
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1.2.. s 4—p—0 __@_-_'U__)H(m—l?—ﬁ u—m—p4l m—o
1.2..m—q,1.2...p—m—p \pi—p—0o f—p—0 “m—S8"
dans linégalité (1), ne peut surpasser sa valeur corespondante a4 ¢=0, o=0,

qui esl dgale a B 7 ;21 2,::. ﬁ_m(ﬁ)m(%S)Flw+l';'§§'

Nous pourrons donc par l'inégalité (1) conclure celle ci:
1.2..p S p— 8N\ —m
P,<19. mi3. ;;m )( ) S
ot m est supposé plus grand que S+ 1.

§. 6. Mais on sait, que la valeur du prodmt 1.2....x—1.2 est

plus petite que 253" H ez et plus grande que 25027 +ie—2*). Suivant

*) Voici comwent on parvient trés simplement i ce résulut

wE— T 1.2.. .(w—1"x
::”"'!s etz Hee ]
respondantes & x = n - I, par lears valeurs, correspondantes & @ = n, on trouve pour leur rapports

nff _qplel 1 n4-y oA, [P &
(ﬂ-%i) ll# l+u{:" M-H)’ (ﬂ{i) uh"s lr ce 'Illi 50 mduitiﬁ(ﬂH]lsru-l-i l+12(:|1 n+!):

En divisant reapecliﬂment les valeors des expressions

cior=

1 et enfin A

1 1 1 1 1
(1-3 245){n+1}*+(2 ‘xsb){n+l}*+ e T2ing-1} 12 (ng-1p

La premitre quanlité étant plus grande que l'onité, la scmnﬂe plus petite, il est clair qu'en angmantant =,

1.2...2—1.x 1.2..0—1.x
la valeur de ————— engmentera aussi, ¢l celle de —7——— diminuera.

a*He—at iy s Heo
Donc pour toutes les valears de =, moindres que 5, on aura
H....z—l,w 1.2...5—1.5 1.2..‘..-1:—1:5_‘ h%ﬂs—-l:_:
xzﬂﬂ_‘:'l'j‘;: lﬂe-_,+ll U e 2 - giHig—s
et par consequent

(A) l.?....:r-l.x-::Ts“i;:f"‘%s_“"f'r:“-, 1.2...2—1,2> Te7He,
oi T designe la valeur de |'expression l;:"'%i;__l;—l
1.2...s—1.4
Metions s = @ et nommons T, la valenr de o -I-; ! pour 8=, il suit de (4) que pour

toutea les veleurs finies de = on surs

1.2..e=l.z< T Hhe—+a, 1 2u.a—1.0> Tt He 2,
oz T, est one constante.
En faisant dons ces inégalités =10, on lrouvera que 5, est p]ua grand que 2,20 et p]u petit
que 2,53; par consequent les inégalités précédentes donnent

1.2..0—1.2<253c"He+in, 1.2..2~1,052500H 2,



12, Tchebickef, prop. de la théorie des probabilités. 265

. . . p—m
ceci la valeur de I'expression S 1 2 :—m( ) ( g est plus
1
: 2,53 e S ‘"(F" p—m. m :
Lit adetl WY (EY (= '
pelite que 5 500 —hH {ﬁ—m}a‘"" : ( ) g0 et a p![ls forte
3 5 LT e o S R
raison plus petite que “+'ll::f‘—nl)-“ (S)m & M’)E " ,,%“E' car pour

la plus erande valeur de Fl-’-r“ m est eI‘B | duit el m t encore plus
plus g 5 ¢ produi 25?& est encore p

petit que 3. Donc on a suivant (2):

.. Y ettty ( )(;c-—-S).u—m+l m

m™ 1 fe—m pr——e| ‘s’

ou, ce qui est le méme:

= 2(m —3) me_m}( ) ( PHI

Cetite ine’ga!ilé offre le théoréme suivant:
Théoréme, ,Si les chances de I'événement E dans u dpreuves consé-
wcutives sont py, Pa, Pyy eens Pus et que leur somme est S, la valeur de I'expres-

,S101 Eim—ﬂl Vm(pz—m}( ) (;c—S 3 pnur un m plus grand que S+1,

{—Mm

Lsurpasse toujours la prnhablhh. que F arrivera au moins m fois dans ces
»it épreuves,”

En changeant m, py, p2s pay «ooo prs S en u—n, 1—p;, 1 —pm,
1—p5eee L—=py, ,u.—S, il suit de ce théoréme que si la somme 1 — p,
+1—p+1—p+ + 1 —p, est égale & wu— 8, la valeur de Tex-

; -n.{gi—ﬂ} Iu—S = n41 s — S41 sur-
Press‘ﬂn 2&1 l m ) ( ) P'ﬂur [ n = e

passe celle de ia pmbahﬂ:tc que lI'événement contraire & K arrivera au moins
u — n fois dans g épreuves, ol py, pa, P, ovo. pu sont les chances de E. En
observant que les conditions

1—p+l—p+l—py+....+l=p,=8—p;, p—n>pu—8§+1
se reduisent a

PEptpt o Fpe=S8, n<S—1,
et que ['événement contraire & E n'arrive pas moins que 4 — n fois dans u
épreuves, si B ne se présente dans ces épreuves plus de n fois, nous arrivons
au théoréme suivant:
Théorérne. ,8i les chances de I'événement E dans ¢ épreuves consé-
scutives sont py, P2, Pa, -+« Pu, et que leur somme est S, la valeur de l'ex-
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»pression P Sl—w} “{":n) i_n)ﬁ_"(g)ﬂ'l, pour un n plus petit que S—1, sur-

»passera toujours celle de la probabilité que E n'arrivera dans ces épreuves
+plus de n fois.

§. 6. Mais la répétition de I'événement E ne peut présenter quun
de ces trois cas: ou l'événement reviendra au moins m fois, ou pas plus de n
fois, ou enfin plus que n fois et moins que m fois. Donc la probabilité du
dernier cas sera déterminée par la différence de l'unité et des probabilités de
deux premiers. Donc, en consequence des deux derniers théorémes, résulte
le suivant:

Théoréme. ,Si les chances de I'événement E dans u épreuves consé-
wcutives sont py, pa, Pay v Pu, et que leur somme est 8, la probabilité que
sle nombre de répétitions de I'événement K dans ces p épreuves sera moins
»que m et plus grand que n, surpassera, pour un m plus grand que 8 — 1
et pour un 7 plus petit que 8 — 1, la valeur de I'expression

= E{MI;SJ V“{t‘:: = (%)m (E)-"_m"'l = E(S‘i—n] V“{I’;—“ :::f)“"“ (%)’H-ll

Pour déduire de ce théoréme la proposition enoncée au commencement

de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des répétitions de

I'événement E dans p épreuves au mnombre u, n'atteint pas les limites

& 8 . . . . .
-;+z et s E dans ces épreuves arrive moins que S + uz fois et plus

que S — uz fois. Mais la probabilité que ceci a lieu, surpassera (d'aprés le der-

: 1 . .
nier théoréme) pour z > o la valeur de l'expression

— %Vﬁg‘mﬁ) i-s*.m‘} ( S_,_ilu 5)“:"4'.“*“ (F ,:;_i SS)F_B_M-'-'

_LVI{:S_MJ {F—S-I-lu;l- II.!,—E.I )F"-S‘l'f"
e e u—S4uz
qui peut étre mise sous la forme

4 2. 1— 1-p PEE e P I—p4z H"

2z’ 1—p—s 2zl p—3

S
Fésant pour ahre’ge —=p et

TR (R TE=a.

les équations (3.) nous donneront pour les logarithmes naturels de H, H, les
series suivantes:

(&'—uz)s__ﬁb’-l
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3

i = z? z

% B

HE(l E};‘) 121:'1{1—" ]'—.-.._2(1_?1_5[1__??)'1'_..“ el
= = % z

~ %=~ — mip( — i) — iy — i

d'oit 1l est clair que H, H, sont des valeurs plus petites que 1, Il suit dela
que lexpression (2) s’approche indéfiniment de 1 par I'accroissement de g,
de maniére quon rendra sa difference de 1 bien plus petite que (), en
prenant pour # un nombre quelconque plus grand que

g0, _,,V"”‘ 5 e 2V
lg H ’

Pz
g H ¢

Nous sommes dont parvenus & la demonstration rigoureuse de la proposition
qui est I'objet de cette note,




